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MD�MC

多体系の物理量X の観測値
X =

1

t− t0

∫ t

t0

X(t′)dt′ t− t0 : 観測時間

モ�テカ�ロ (MC)法
〈X〉 =

∫

位相空間
X(~rN , ~pN )f(~rN , ~pN )d~rNd~pN f(~rN , ~pN ) : 確率分布関数

既約なエ�ゴード的Markov過程により生成した状態を用いた平均
分子動力学 (MD)法
X =

1

t− t0

∫ t

t0

X
(

t′
)

dt′

物理法則に�たがって生成�た状態を用いた平均
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状態の生成
∼ 古典系 ∼

運動方程式の解
微分方程式を差分方程式で近似

Verlet法
予測子-修正子法
シ
プ�クテ�ク法
...

ア
�
ブ�
所望のア
�
ブ�を満たす�うに
差分方程式を変更

エネ�ギー一定 (NVE)

温度一定 (NVT)

圧力一定 (NpH)

温度・圧力一定 (NpT)

MC : Metropolis法
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物理法則

運動方程式
d~ri
dt = ∂H

∂~pi
, d~pi

dt = −∂H
∂~ri

Maxwell 方程式
rot ~H =~i+ ∂ ~D

∂t , div ~B = 0, ~B = µ0 ~H + ~M

rot ~E = ∂ ~B
∂t , div ~D = ρ, ~D = ε0 ~E + ~P

Schrödinger方程式
i~∂ψ∂t = Hψ

Navier-Stokes方程式
ρD~vDt = ρK − grad p+ (λ+ µ) gradΘ + µ∆~v

物理法則 (微分方程式)は一般に解析的に解け�い
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差分法
差分法の基礎 (1)

f(t+ δ) = f(t) +
df(t)

dt
δ +

1

2

d2f(t)

dt2
δ2 +

1

3!

d3f(t)

dt3
δ3 +O

(

δ4
)

(δ微小)

f(t− δ) = f(t)−
df(t)

dt
δ +

1

2

d2f(t)

dt2
δ2 −

1

3!

d3f(t)

dt3
δ3 +O

(

δ4
)

f(t)の 1階微分
df(t)

dt
= ±{f(t±δ) − f(t)}/δ +O(δ) = {f(t+δ)− f(t−δ)}/(2δ) +O(δ2)

f(t)の 2階微分
d2f(t)

dt2
= {f(t+ δ)− 2f(t) + f(t− δ)}/δ2 +O(δ2)
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差分法の基礎 (2)

df(t)
dt = g(t)

±{f(t± δ) − f(t)}/δ +O(δ) = g(t)
→ ±(fn±1 − fn)/δ +O(δ) = gn (t = nδ)

fn+1= fn + gnδ +O(δ2)
fn= fn−1 + gnδ +O(δ2)

{f(t+δ) − f(t−δ)}/(2δ) +O(δ2) = g(t)
fn+1= fn−1 + 2gnδ +O(δ3)

d2f(t)
dt2

= h(t)

{f(t+ δ)− 2f(t) + f(t− δ)}/δ2 +O(δ2) = h(t)
→ (fn+1 − 2fn + fn−1)/δ

2 +O(δ2) = hn
fn+1= 2fn − fn−1 + hnδ

2 +O(δ4)
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Verlet法

xn+1 = 2xn + xn−1 +
Fn
m
δ2 +O(δ4), md2x(t)

dt2
= Fn = −∇Φ(xn)

vn =
xn+1 − xn−1

2δ
+O(δ2)

計算の流れ
1 x0, x−1を用意する
2 Fn = −∇Φ(xn)

3 xn, xn−1, Fn → xn+1

4 xn+1, xn−1 → vn
5 xn+1, xn → xn, xn−1

6 2に戻る

長所
xについて誤差が O(δ4)
Fn�たいてい F (xn)だから xnだ
�解�ば良い
短所
vの精度が x�り低い
x� vが同時に求まら�い
メ�リ使用量 5N

L. Verlet: Phys. Rev., 159(1967)98–103.
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Runge-Kutta法
差分方程式

xnから xn+1を求める�きに、途中を利用�て精度を向上させる

例 : n+ 1
2 を利用�て精度を向上 (2次)

xn+1 = xn + vnδ +
1

2

Fn
m
δ2 +O(δ3)

= xn + δ

{

vn +
Fn
m

δ

2

}

+O(δ3)

= xn + δ
{

vn+ 1

2

+O
(

( δ2 )
2
)

}

+O(δ3)

= xn + vn+ 1

2

δ +O(δ3)

vn+1 = vn +
Fn+ 1

2

m
δ +O(δ3)
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Runge-Kutta法
手順

xn+1 = xn + vn+ 1

2

δ, xn+ 1

2

= xn + vn ×
δ
2

vn+1 = vn +
Fn+ 1

2

m
δ, vn+ 1

2

= vn +
Fn

m × δ
2 , Fn = −∇Φ(xn)

1 x0, v0 を用意する
2 xn → Fn
3 xn, vn → xn+ 1

2

4 vn, Fn → vn+ 1

2

5 xn+ 1

2

→ Fn+ 1

2

6 xn, vn+ 1

2

→ xn+1

7 vn, Fn+ 1

2

→ vn+1

長所
x� vが同じ精度 O(δ3)
x� vが同時に求�る
短所
δ進むのに F の計算が 2回
��� 6N

�く使わ�る 4次の場合� F の計算が 4回
精度� O(δ4)
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予測子-修正子法 (Predictor-Corrector)

X
(0)
n+1 = Xn +

r
∑

i=0

αiFn,i

X
(m+1)
n+1 = X

(m)
n+1 + δβ

{

f
(

X
(m)
n+1

)

− f
(

X
(m−1)
n+1

)}

,
dX

dt
= f(X, t)

Xn = xn , vn, |X
(m+1)
n+1 −X

(m)
n+1| < εを満たす�で or m =M �で繰り返�!

最後にX
(m)
n+1 → Xn+1�する。

Fn,i =







δf(Xn−i, t = (n− i)δ) [r + 1個の過去の情報から未来を予測]
(

δ
d

dt

)i+1

Xn [r + 1個の今の情報から未来を予測]

力の計算回数, 要求��る���容量が他の方法�比べて大�い
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シ�プ�クテ "ク法

シ
プ�クテ�ク法
系が満たすべ#保存則
H =一定
H =一定 近似

−→ H̃ =一定
⇓ 近似無&

差分方程式
⇓ 誤差

数値計算

従来の方法
微分方程式

⇓ 近似
差分方程式

⇓ 誤差
数値計算
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シ�プ�クテ "ク?

シ
プ�クテ�ク変換
座標変換 x→ X (次元'特に明示&�い)に対&て(2-形式

wz =
1

2
aijdzi ∧ dzj

が不変に保た)る wx = wX 変換*

x = (q, p), X = (Q,P ) が正準座標�ら

a =

(

0 I
−I 0

)

= J

��り!
シ�プ+クテ,-ク変換 =正準変換
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正準変換�差分式

正準変換 (q, p) → (Q,P ), 母関数 W (q, P )の��

pj =
∂W

∂qj
, Qj =

∂W

∂Pj

⇓ W (q, P ) = qjPj + δ × S(q, P )の��

pj = Pj + δ
∂S(q, P )

∂qj
, Qj = qj + δ

∂S(q, P )

∂Pj

δ [T]が小�い��!pj ∼ Pj ��て!S(q, P ) ∼ S(q, p) → H(q, p) �する

Pj = pj − δ
∂H

∂qj
+O(δ2), Qj = qj + δ

∂H

∂pj
+O(δ2)

時間発展 ∼ 正準変換 dqj ∧ dpj = dQj ∧ dPj +O(δ2)
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Liouville演算子

dA(t)

dt
= q̇k

∂A

∂qk
+ ṗk

∂A

∂pk
=

(

∂H

∂pk

∂

∂qk
−
∂H

∂qk

∂

∂pk

)

A = iLA

A(t) = eitLA(0)

A(t) = qj(t)の./ : qj(t+ δ) = eiδLqj(t) = (1 + iδL)qj(t) +O(δ2) = qj(t) + δ
∂H

∂pj
+O(δ2)

eiδLの近似を良0する�!差分式の精度が上がる1

iL = −
∂H

∂qk

∂

∂pk
+
∂H

∂pk

∂

∂qk
= iLK + iLU

eiδL → eiδLK eiδLU = eiδL
′

(∵ 演算子X, Y に対�て eX+Y 6= eX × eY )

H = K + U → H ′ = K + U + δ
2{U,K}+O(δ2) ({a, b}� Poisson括弧)
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シ�プ�クテ "ク 1次

L,H → L′,H ′ = H +O(δ)�り

iL =
∂H

∂pk

∂

∂qk
−
∂H

∂qk

∂

∂pk
→ iL′ =

∂H ′

∂pk

∂

∂qk
−
∂H ′

∂qk

∂

∂pk

dA(t)

dt
=

(

∂H ′

∂pk

∂

∂qk
−
∂H ′

∂qk

∂

∂pk

)

A

=

(

∂H

∂pk

∂

∂qk
−
∂H

∂qk

∂

∂pk

)

A+O(δ)

A(t+ δ) = A(t) + δ
dA(t)

dt
+O(δ2)

eiδL
′ に�る誤差' O(δ2)( δの 1次2で'正確
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シ�プ�クテ "ク 1次
差分式

(

q(t+δ)
p(t+δ)

)

= eiδLK eiδLU

(

q(t)
p(t)

)

= exp
(

−δ ∂H∂qℓ
∂
∂pℓ

)

exp
(

δ ∂H∂pk
∂
∂qk

)(

q(t)
p(t)

)

= exp
(

−δ ∂H∂qℓ
∂
∂pℓ

)

{

1 + δ ∂H∂pk
∂
∂qk

+ δ2
(

∂H
∂pk

∂
∂qk

)2
+O(δ3)

}

(

q(t)
p(t)

)

= exp
(

−δ ∂H∂qℓ
∂
∂pℓ

)(

q(t)+δ ∂H
∂p

+O(δ2)

p(t)

)

(∂H∂p� q(t), p(t)で評価)

=
{

1− δ ∂H∂qℓ
∂
∂pℓ

+O(δ2)
}(

q(t)+δ ∂H
∂p

+O(δ2)

p(t)

)

=

(

q(t)+δ ∂H
∂p

+O(δ2)

p(t)−δ ∂H
∂q

+O(δ2)

)

(∂H∂q � q(t) + δ ∂H∂p , p(t)で評価)
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高次シ�プ�クテ "ク

1

exp (iδLK) exp (iδLU )

exp (iδLU ) exp (iδLK)

2

exp
(

iδLK

2

)

exp (iδLU ) exp
(

iδLK

2

)

= S2(δ)

exp
(

iδLU

2

)

exp (iδLK) exp
(

iδLU

2

)

4 S2(d1δ)S2(d2δ)S2(d1δ), d1 = (2− 21/3)−1, d2 = −21/3d1
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Maxwell方程式�シ�プ�クテ "ク法

シ
プ�クテ�ク法
系が満たすべ#保存則
H =一定
H =一定 近似

−→ H̃ =一定
⇓ 近似無&

差分方程式
⇓ 誤差

数値計算

電磁場のHamiltonian

H(B,E) =
1

2
B · curlB

+
1

2
E · curlE− j ·B

∂E

∂t
=
∂H

∂B

−
∂B

∂t
=
∂H

∂E

N. Anderson and A. M. Arthurs:

Int. J. Electronics,54(1983)861.
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