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��テカ��法

乱数を用いた�デ	計算

確率微分方程式
Brown運動
(Langevin方程式)

交通流
渋滞発生のメカニズ
ム

数値積分
例 : πの計算
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Metropolis法
確率過程を用いた統計
平均の計算方法 (古典
系)

↑ を利用して多体系の
Schrödinger方程式を解
く。
量子
�テカ�
法
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統計平均

多体系の物理量X の観測値
X =

1

t− t0

∫ t

t0

X(t′)dt′ t− t0 : 観測時間

��テカ�� (MC)法
〈X〉 =

∫

位相空間
X(~rN , ~pN )f(~rN , ~pN )d~rNd~pN f(~rN , ~pN ) : 確率分布関数

エ�ゴード仮説
系の取りうる全ての状態� t ∼ t0の間に満遍な�出現する!

X = 〈X〉
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Metropolis法 [Metropolis et al., 1953]

Canonical平均

〈X〉 =
1

Z

∫

位相空間
X(~rN , ~pN ) exp

{

−βH(~rN , ~pN )
}

d~rNd~pN

→

{

∑

i=全ての状態

Xi exp(−βHi)

}

/

{

∑

i=全ての状態

exp(−βHi)

}

↓��プ�平均で近似

∼

{

∑

i=��プ�状態
Xi exp(−βHi)

}

/

{

∑

i=��プ�状態
exp(−βHi)

}

「全ての状態」�数が莫大�ので、��プ�についての平均を考える!
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重み付���プ �"
importance sampling

��プ�平均

〈X〉 ∝
M
∑

i=1

Xi exp(−βHi)

位相空間から��プ�をM 個 無作為抽出
位相空間が広い#&ほ#んどの��プ�で exp(−βHi) ∼ 0 #'り&(#ん)の�
�プ�が無駄
無作為抽出をやめて&exp(−βHi) 6= 0がた*さん出るように 作為的に抽出

〈X〉 ∝

∫

位相空間





X(~rN , ~pN )

w(~rN , ~pN )
exp

{

−βH(~rN , ~pN )
}

✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿



w(~rN , ~pN )d~rNd~pN

↑ 確率 w(~rN , ~pN )d~rNd~pN で状態を作為的に抽出
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重み付���プ �"の例

TVの視聴率
全世帯調査 : 不可能
��プ+�,調査
無作為抽出
w(~r ) =一定 だ#

→ 一票の格差が生じる
人口密度で重み付け-て格差を
是正

w(~r ) 6=一定

平日#正月で w(~r ).違う

* [日本地図の無料イラスト集, ]
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重みの選び方

〈X〉 ∝

∫

位相空間





X(~rN , ~pN )

w(~rN , ~pN )
exp

{

−βH(~rN , ~pN )
}

✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿



w(~rN , ~pN )d~rNd~pN

作為的抽出

w(~rN , ~pN ) =
exp{−βH(~rN ,~pN )}

Z

〈X〉 =
1

M

M
∑

i=1

Xi

ある βの/01状態 iの他の状態 jに対
する相対的確率が不明 (Z が？)

無作為抽出
w(~rN , ~pN) = 1

〈X〉 =
1

Z

M
∑

i=1

Xi exp(−βHi)

Z =
M
∑

i=1

exp(−βHi)
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Metropolis法23

Metropolis法
既約�エ�ゴード的Markov過程に4り5状態を

1 · · · i i+ 1 · · · j · · · M
(~rNυ , ~pNυ ) · · · (~rNυ , ~pNυ ) (~rNγ , ~pNγ ) · · · (~rNζ , ~pNζ ) · · · (~rNζ , ~pNζ )

次々に生成 (��プ6�7)する!
状態 αから βへの遷移確率 pαβ を適当に選ぶ85状態 αを

✿✿✿✿✿✿✿✿✿✿

望みの確率で
出現9せられる!
Zが分から��ても5w(~rN

α , ~pN
α ) =

exp
{

−βH(~rN
α , ~pN

α )
}

Z
を満たす4う

に状態 αを��プ6�7で:る!
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確率過程

時刻 tnにお;る変数X の#る値が {xi}の中から確率的に決まる#<&X を
確率過程#言う=
X(tn)の値.一般に t0 ∼ tn−1のX の値に依存-&tnで xkn を#る確率.

W (t0;xk0 , t1;xk1 , · · · , tn−1;xkn−1 , tn;xkn)

#書;&X(tn−1) = xkn−1 からX(tn) = xkn に遷移する (遷移)確率.
P (t0;xk0 , t1;xk1 , · · · , tn−1;xkn−1 |tn;xkn)

=
W (t0;xk0 , t1;xk1 , · · · , tn−1;xkn−1 , tn;xkn)

W (t0;xk0 , t1;xk1 , · · · , tn−1;xkn−1)

Markov過程
P (t0;xk0 , t1;xk1 , · · · , tn−1;xkn−1 |tn;xkn) = P (tn−1;xkn−1 |tn;xkn)
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Chapman-Kolmogorov方程式

W (t0;xk0 , · · · , tn;xkn) = W (t0;xk0)

n
∏

i=1

P (ti−1;xki−1
|ti;xki)

W (t0;xk0 , t1;xk1 , t2;xk2) = W (t0;xk0)P (t0;xk0 |t1;xk1)P (t1;xk1 |t2;xk2)

2回の遷移で (t0;xk0) → (t2;xk2)に'る確率
P (2)(t0;xk0 |t2;xk2) ≡

∑

k1

P (t0;xk0 |t1;xk1)P (t1;xk1 |t2;xk2)

↓ 一般化 (Chapman-Kolmogorov方程式)

P (n)(t0;xk0 |tn;xkn) ≡
∑

kℓ

P (ℓ)(t0;xk0 |tℓ;xkℓ)P
(n−ℓ)(tℓ;xkℓ |tn;xkn)

遷移確率 P (ti−1;xki−1
|ti;xki)が時間に>ら'い= xα → xβ の確率 Pαβ

P
(n)
αβ =

∑

λ

P
(ℓ)
αλP

(n−ℓ)
λβ
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遷移確率行列

遷移確率 xα → xβ (Pαβ)を&第 α行 第 β列の要素#する行列 (P)αβ = Pαβ

P ≡











P11 P12 P13 · · ·
P21 P22 P23 · · ·
P31 P32 P33 · · ·
...

...
...

. . .











,
∑

β

Pαβ = 1

Chapman-Kolmogorov方程式

P
(n)
αβ =

∑

λ

P
(ℓ)
αλP

(n−ℓ)
λβ

(Pn)αβ =
∑

λ

(Pℓ)αλ(P
n−ℓ)λβ

Pn = PℓPn−ℓ

P
(ℓ)
αβ : 遷移回数 ℓで α → β

P
(3)
αβ =

∑

λ

∑

ν

(P)αλ (P)λν (P)νβ

f
(ℓ)
αβ : 遷移回数 ℓで始めて α → β

f
(3)
αβ =

∑

λ6=β

∑

ν 6=β

(P)αλ (P)λν (P)νβ
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Markov過程

Markov過程に>って生成?@る状態の性質
1 · · · i i+ 1 · · · j · · · M · · ·

(~rNυ , ~pNυ ) · · · (~rNυ , ~pNυ ) (~rNγ , ~pNγ ) · · · (~rNζ , ~pNζ ) · · · (~rNζ , ~pNζ ) · · ·

元の状態に戻@るか (再帰的)&戻
@'いか (非再帰的)

再帰的'場合
無限の時間がかかる (零再帰的)
周期的に戻る (周期的)
いつでも戻@る (エ�ゴード的)

統計平均を-たい'らエ�ゴード
的Markov過程

非再帰的

再帰的

周期的零再帰的

エルゴード的
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エ�ゴード的Markov過程のご利益

系の状態が αにAる : π0 = (0, 0, · · · , 1, 0, · · · ) ((π0)γ = δαγ) #-て

π1 ≡ π0P = (0, 0, · · · , 1, 0, · · · )











P11 P12 P13 · · ·

P21 P22 P23 · · ·

P31 P32 P33 · · ·

...
...

...
. . .











= (Pα1, Pα2, Pα3, · · · )

(π1)β =
∑

γ

(π0)γ(P)γβ −→ (π1)β = Pαβ

も- π0に>らず
lim
n→∞

πn = lim
n→∞

π0P
n = lim

n→∞
πn−1P = π

'ら
π = πP, π0P

∞ = π エ�ゴード的Markov過程で. P∞が存在する
(π)β =

∑

γ

(π0)γ(P
∞)γβ = (P∞)αβ
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再帰性

P
(n)
αβ = f

(1)
αβ P

(n−1)
ββ + f

(2)
αβ P

(n−2)
ββ + · · · + f

(n−1)
αβ P

(1)
ββ + f

(n)
αβ P

(0)
ββ =

n
∑

ℓ=1

f
(ℓ)
αβP

(n−ℓ)
ββ

P
(3)
αβ

=
∑

λ

∑

ν

(P)
αλ

(P)
λν
(P)

νβ

=(P)
αβ

∑

ν

(P)
βν
(P)

νβ
+
∑

λ 6=β

(P)
αλ

(P)
λβ
(P)

ββ
+
∑

λ 6=β

∑

ν 6=β

(P)
αλ

(P)
λν
(P)

νβ

∞
∑

n=1

P
(n)
αβ =

∞
∑

n=1

n
∑

ℓ=1

f
(ℓ)
αβP

(n−ℓ)
ββ =

∞
∑

ℓ=1

∞
∑

n=ℓ

f
(ℓ)
αβP

(n−ℓ)
ββ =

∞
∑

ℓ=1

f
(ℓ)
αβ

∞
∑

m=0

P
(m)
ββ

Pαβ = fαβ

{

Pββ + P
(0)
ββ

}

, P
(0)
αβ = δαβ

fαβ =
Pαβ

Pββ + 1
, Pαα =

fαα
1− fαα

, Pαβ = fαβ

∞
∑

k=0

{fββ}
k



Monte

Carlo 法

導入
�%テカ��法
統計平均

Metropolis 法
重み付$�%プ�%�
重み付$�%プ�%�の例
重みの選び方
Metropolis 法��
確率過程
Chapman-
Kolmogorov 方
程式
遷移確率行列
Markov 過程
再帰性
Markov 過程の
分類
既約�可約
極限分布

How to

参考文献

Markov過程の分類

再帰性

fαα

{

= 1 α�再帰的
< 1 α�非再帰的

Pαα

{

= ∞ α�再帰的
< ∞ α�非再帰的

P (∞)
αα

{

6= 0 α�再帰的
= 0 α�非再帰的

fαα =
Pαα

Pαα + 1
, Pαα =

fαα
1− fαα

再帰的Markov過程
零再帰的
∞
∑

n=1

nf (n)
αα → ∞

周期的
P

(ℓ)
αα > 08�る

ℓの最大公約数 > 1

エ�ゴード的
任意の状態間遷移がいつでも
(非周期的)5何度でも (6=零再
帰的)起こる
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既約2可約

可約性
S : xαの集合
xα, xβ ∈ S, k, k′ ≧ 1

P
(k)
αβ > 0 ∧ P

(k′)
βα > 0 → S : 既約

　 (↑以外 S : 可約)

S:既約 ∧ xα, xβ ∈ Sが再帰的
{

fαβ = 1
Pαβ = ∞

エ�ゴード仮説
系の取りうる全ての状態�5

観測時間の間に満遍��出現する!

X = 〈X〉

S�既約で5含BCる状態が全て
再帰的で�DCば 〈X〉を求めらC

�い!
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fαβ ≡

∞
∑

n=1

f
(n)
αβ α, βが再帰的状態'ら fαα = fββ = 1

p : α → β の確率=ただ-&途中で αに戻ってい'い
1− fβα : βから αに戻ら'い確率

p(1− fβα) : αから βに到達-た;)&その後 αに戻ら'い確率
1− fαα : αから αに戻ら'い確率

0 ≤ p(1− fβα) ≤ 1− fαα = 0

fβα = fαβ = 1 α# βが互いに到達可能'ら

Pαβ = fαβ

∞
∑

k=0

{fββ}
k = ∞
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極限分布
到達回数

確率過程 Zℓ

Zℓ =

{

1 X0=xα → xκ → xζ → · · · → xβ → · · · → Xℓ=xβ
0 X0=xα → xγ → xξ → · · · → xβ → · · · → Xℓ=xη 6=β

M
(n)
αβ ≡

n
∑

ℓ=1

Zℓ = 0 ∼ n xβの到達回数

M
(n)
αβ =

n
∑

ℓ=1

Zℓ xβ の平均到達回数

=

n
∑

ℓ=1

P
(ℓ)
αβ

n→∞
−−−−−−−→

∞
∑

ℓ=1

P
(ℓ)
αβ = Pαβ
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極限分布
再帰時間

遷移 α → βに要する平均遷移回数

τ
(n)
αβ ≡

n
∑

ℓ=1

ℓf
(ℓ)
αβ = n

/

M
(n)
αβ = n

/

n
∑

ℓ=1

P
(ℓ)
αβ

平均再帰時間 ταα : 状態 xαが&平均何遷移ご#に出るか

1

ταβ
= lim

n→∞

1

n

n
∑

ℓ=1

P
(ℓ)
αβ = 1

/{

∞
∑

ℓ=1

ℓf
(ℓ)
αβ

}

→ 1

/{

∞
∑

ℓ=1

ℓf
(ℓ)
ββ

}

=
1

τββ

非再帰的状態 : ταα = ∞ ∵ P
(∞)
αα = 0

零再帰的状態 : ταα = ∞
周期的状態 : ταα > 0 有限だEF収束GHい

0 < M
(n)
αα ≤ n

P
(ℓ)
αα > 0IHる ℓの
公約数の有無エ�ゴード的 : ταα > 0 有限で収束する
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極限分布
定常分布 (壱)

(v)β = vβ = 1/ταβ = 1/τββ .確率分布#'る=
∑

β

vβ =
∑

β

lim
n→∞

1

n

n
∑

ℓ=1

P
(ℓ)
αβ = lim

n→∞

1

n

n
∑

ℓ=1

∑

β

P
(ℓ)
αβ = lim

n→∞

1

n

n
∑

ℓ=1

1 = 1

vP = v

∑

β vβPβγ = vγ v.定常分布

∑

β

vβPβγ =
∑

β

lim
n→∞

1

n

n
∑

ℓ=1

P
(ℓ)
αβPβγ = lim

n→∞

1

n

n
∑

ℓ=1

P (ℓ+1)
αγ

= lim
n→∞

(

1 +
1

n

)

1

n+ 1

{

n+1
∑

ℓ=1

P (ℓ)
αγ + Pαγ

}

= vγ
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極限分布
定常分布 (弐)

πが Pの定常分布'ら πP = πP2 = πP3 = · · · = πPn = π

πγ = lim
n→∞

∑

β

πβ

{

1

n

n
∑

ℓ=1

P
(ℓ)
βγ

}

, π = lim
n→∞

π

{

1

n

n
∑

ℓ=1

Pℓ

}

=
∑

β

πβvγ = vγ

Pの定常分布. vだ;
π = πP∞, πγ =

∑

β πβP
(∞)
βγ

P
(∞)
βγ = vγ = lim

n→∞

1

n

∞
∑

ℓ=1

P
(ℓ)
βγ

Pnの極限分布 (n → ∞)が定常分布 vに一致する=
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How to Metropolis法

vαが状態 αの確率 exp(−βHα)/Z に一致する>うに Pγαを定める=
1 Pγα > 0 全ての α, γに対-て
2

∑

α Pγα = 1 全ての γに対-て Pγγ = 1−
∑

α6=γ Pγα

4 vαPαγ = vγPγα 全ての α, γに対-て (詳細釣り合い)

Pγα

Pαγ
=

exp(−βHα)

exp(−βHγ)
= exp (−βHαγ) =

1

exp (βHαγ)
=

exp (−βHαγ)

1

遷移 γ → αを試みる : Hαγ ≤ 0 'ら遷移?Jる=Hαγ > 0'ら exp (−βHαγ)の
確率で (ξ < exp (−βHαγ), ξ. [0, 1]の一様乱数)遷移?Jる=
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Pαβ ≡

∞
∑

n=1

P
(n)
αβ , fαβ ≡

∞
∑

n=1

f
(n)
αβ

=
∞
∑

n=1

n
∑

ℓ=1

f
(ℓ)
αβP

(n−ℓ)
ββ 先に色を指定Mてマークで合計

=

∞
∑

ℓ=1

∞
∑

n=ℓ

f
(ℓ)
αβP

(n−ℓ)
ββ 先にNークを指定Mて色で合計

=

∞
∑

ℓ=1

f
(ℓ)
αβ

∞
∑

m=0

P
(m)
ββ m = n− ℓ

= fαβ(Pββ + 1)

n

ℓ
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M
(n)
αβ =

n
∑

ℓ=1

P
(ℓ)
αβ = (n回の遷移で βが出た平均回数)

τ
(n)
αβ = n

/

M
(n)
αβ = (βが出るOでの平均遷移回数) =

n
∑

ℓ=1

ℓf
(ℓ)
αβ

1

n
M

(n)
αβ = 1

/ n
∑

ℓ=1

ℓf
(ℓ)
αβ = (βが出る確率)

lim
n→∞

1

n

n
∑

ℓ=1

P
(ℓ)
αβ = lim

n→∞
1

/ n
∑

ℓ=1

ℓf
(ℓ)
αβ = lim

n→∞

1

τ
(n)
αβ

=
1

ταβ
(α 6= β)

lim
n→∞

1

n

n
∑

ℓ=1

P (ℓ)
αα = lim

n→∞
1

/ n
∑

ℓ=1

ℓf (ℓ)
αα = lim

n→∞

1

τ
(n)
αα

=
1

ταα
(α = β)
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lim
n→∞

n
∑

ℓ=1

P
(ℓ)
αβ = lim

n→∞

n
∑

ℓ=1

ℓ
∑

m=1

f
(m)
αβ P

(ℓ−m)
ββ = lim

n→∞

n
∑

m=1

m
∑

ℓ=m

f
(m)
αβ P

(ℓ−m)
ββ

= lim
n→∞

n
∑

m=1

n−m
∑

k=0

f
(m)
αβ P

(k)
ββ → lim

n→∞

n
∑

m=1

f
(m)
αβ

n
∑

k=0

P
(k)
ββ

n
∑

ℓ=1

P
(ℓ)
αβ =

n
∑

ℓ=1

f
(ℓ)
αβ

n
∑

ℓ=0

P
(ℓ)
ββ

lim
n→∞

1

n

n
∑

ℓ=1

P
(ℓ)
αβ = lim

n→∞

1

n

n
∑

ℓ=1

f
(ℓ)
αβ

n
∑

ℓ=1

P
(ℓ)
ββ = fαβ lim

n→∞

1

n

n
∑

ℓ=1

P
(ℓ)
ββ = fαβ

/

τββ
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